
К. В. ТИР 
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С Т О Н К О Й У П Р У Г О - Э Л А С Т И Ч Н О Й П О К Р Ы Ш К О Й 

П О С Т А Н О В К А В О П Р О С А 

Рассматривается фрикционная пара (рис. 1): жесткие ведущий 
и ведомый цилиндры, причем ведомый обтянут тонкой упруго-эластич-
ной покрышкой, толщина которой не 
превышает 5% радиуса тела цилиндра. 

Податливость упруго-эластичной по-
крышки несоизмеримо больше подат-. 
ливости самих цилиндров, в связи с 
чем при дальнейшем рассмотрении кар-
тины происходящих явлений собствен-
ные деформации цилиндров пренебре-
жимы. 

Целью развиваемого аналитическо-
го исследования является выяснение 
истинного передаточного отношения меж-
ду цилиндрами фрикционной пары с 
учетом их силового взаимодействия и 
картины кинематики контакта. 

Ниже в тексте приняты следующие 
обозначения рис. 1: 

'"ж—радиус ведущего цилин-
дра; 

г 0 — р а д и у с тела ведомого 
цилиндра; 

3 — т о л щ и н а упруго-эластич-
ной покрышки; 

гз = г
0 + ^ — радиус ведомого цилиндра в свободном от деформаций 

состоянии; 
Л „—начальное межцентровое расстояние цилиндров при их 

касании без деформации покрышки: Аи = гж + гэ; 
Л д —действительное межцентрсвое расстояние при наличии 

деформации покрышки: Л д —Л н — гм ; 
гм— максимальная деформация покрышки; 

угловая скорость ведущего цилиндра, лринимаемая по-
стоянной; 

ю2н =е — ш 1 —номинальная угловая скорость ведомого цилиндра, в 
случае абсолютной жесткости покрышки (гм— 0) при 
обкатывании поверхностей цилиндров без скольжения; 

Рис. 1. Схема рассматриваемой 
фрикционной передачи: 

1 — ведущий и 2 — ведомый абсолют-
но жесткие цилиндры; 3 — упруго-

эластичная податливая покрышка. 



У П Р У Г О Е О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О Е С К О Л Ь Ж Е Н И Е 
В З О Н Е КОНТАКТА 

Особенностью любой фрикционной передачи является наличие 
определенного нормального нажимного усилия по линии контакта, 
создающего момент тангенциальной силы трения, необходимый для 
преодоления моментов от сил полезных и вредных сопротивлений, 
возникающих при вращении ведомого цилиндра. 

При этом в зоне вдоль линии контакта цилиндров возникают мест-
ные деформации и соответствующие напряжения. 

В связи с появлением упругих деформаций перекатывающихся 
цилиндрических контактирующих поверхностей между ними по Рей-
нольдсу неизбежно возникает упругое относительное скольжение, при-

откуда 

и 

Из условия отсутствия скольжения между центроидными окружно-
стями 

относительное начальное межцентровое расстояние. 
Относительное действительное межцентровое расстояние 

где 

Для цилиндров с фрикционным приводом межцентровое начальное 
расстояние 

- радиусы начальных окружностей зубчатых венцов ци-
линдров. 

Д л я цилиндров с зубчатыми венцами 

номинальное передаточное отношение цилиндров; 

действительное передаточное отношение цилиндров; 

сумма радиусов центроидных окружностей, катящихся 
друг по другу без скольжения, для ведущего (гж) и 
для ведомого (г'э) цилиндров; 
номинальное межцентровое расстояние для цилиндров 
ротационных печатных машин при наличии зубчатых 
венцов: 



чем по ширине полоски контакта возникают три характерных участка: 
два участка скольжения по краям и один участок сцепления в средней 
части зоны контакта (см., например, ЭСМ, т. 2, стр. 134). 

Такой вывод следует и из рассмотрения кинематики печатного 
контакта, проведенного нами ранее [9]. 

Величины относительных скоростей (У0Тн) в зоне контакта являют-
ся функцией угловой координаты <р (рис. 2), величины максимальной 

Рис. 2. а — эпюры Vотн (ф) в зависи-

т М 
мости от соотношения —- ; о — эпюра 

Г ж 
напряжений сжатия покрышки стф(ф). 

Рис. 3. Схема силового взаимодей-
ствия контактирующих цилиндров. 

деформации покрышки гм и относительного действительного межцентро-
вого расстояния Лд0 = — , при заданном ш,гж [9]: 

Величина половины максимального центрального угла срм, соответ-
ствующего границе полоски контакта, определяется тригонометрически 
(см. [9], формула (14)) . 

Например, для современных ротационных машин 

На рис. 3 показаны эпюры распределения по ширине полоски кон-
такта цилиндров удельных давлений о+(ф) (снизу) и скоростей относи-
тельного скольжения Уо т н(ф). На эпюре о ;(ф) отмечены участки сколь-
жения аа' и ЬЬ', на которых силы трения тормозят ведомый цилиндр и 
участок сцепления а'Ь, где действуют силы трения, приводящие ведомый 

цилиндр в движение при фрикционной передаче г - < 1. 
г ж 

Изменение нагружения ведомого цилиндра внешним крутящим 
моментом М2 (рис. 3) вызывает перераспределение радиусов центро-
идных окружностей, что связано с условиями равновесия ведомого ци-



линдра (необходимостью соответствующего изменения соотношений 
нагрузок на участках сцепления и скольжения) . 

Зависимость действительного передаточного отношения фрикцион-
ной передачи от нагружения ведомого вала наблюдается во всех слу-
чаях. Это отмечается, в частности, в обобщенном описании теории 
фрикционных передач в ЭСМ [14]. 

Коэффициент относительного скольжения (£), т. е. отношение дей-
ствительной угловой скорости ведомого цилиндра к его абстрактной 
начальной угловой скорости, возможной при отсутствии деформации 
поверхности 

колеблется для жестких фрикционных катков в пределах 0,97 < [ £ < 1 , 
а для фрикционных вариаторов 0,940 < £ <С 0,995. 

В Л И Я Н И Е С И Л О В Ы Х П А Р А Л \ Е Т Р О В П Е Р Е Д А Ч И 
НА В Е Л И Ч И Н У / д 

Рассмотрим физическую сущность причин изменения действитель-
ного передаточного отношения фрикционной передачи ,(('д) в зависи-
мости от нагружения ведомого вала (рис. 3). 

Обозначим суммарную нагрузку на площадке контакта Ре; коэф-
фициент трения качения — к (см); /02 и г02 — коэффициент трения 
скольжения и плечо силы трения в опорах ведомого вала; полезный 
крутящий момент, приложенный к ведомому валу Мо. 

Расчленим <2е на две части: 
нагрузка ка два участка скольжения 

нагрузка на участок сцепления 

причем 

Запишем условие равновесия ведомого цилиндра в период уста-
новившегося движения: 

где / — коэффициент трения скольжения и 
I — длина линии контакта. 
С учетом (9) и малости угла <р (<р < фм и ? м < 3 ° 3 0 ' ) формулу (10) 

можно записать в виде: 

где 



В предельном случае перед буксованием « 2 = 1 и а \ — 0, откуда 
определяется предельный полезный крутящий момент, передаваемый 
фрикционной парой: 

Относительная величина зависит, с одной 

стороны, от кинематических параметров, а с другой стороны — от 
СИЛОВЫХ I , / о ь М 2 , <?!:). 

Свяжем величину А через силовые параметры с кинематическими. 
Из определения величины Д можно записать: 

где — напряжение сжатия покрышки, г — переменная де-
формация, 6 — толщина, Е' — условный модуль упругости (кг т / см 2 т ) 
и т — показатель степени нелинейной зависимости о? (г) для мате-
риала покрышки. 

Следовательно, формулу (13) можно изобразить в виде: 
1 

Используя приближенное интегрирование (метод Симпсона с па-
раболической интерполяцией) с разбивкой половины ширины полоски 
контакта на 4 участка, как это описано в ранее опубликованной рабо-
те [12], можно записать: 

где = гж5Ш (р0— расстояние точки, соответствующей границе участка 
сцепления с участком скольжения, а х — текущее значение абсцисс 
точек касания контактирующих поверхностей (в данном случае в зоне 
сцепления) от оси симметрии полоски контакта, 



Учитывая малость величины х0 сравнительно с гж или г э , можно 

приближенно выразить величины типа в более простой фор-

ме, так как 

С введением упрощений типа (16) формула (15) приводится 
к виду 

где 

Соответственно 

половина ширины полоски контакта. 

а, следовательно, 

Вводя в эту формулу коэффициент усреднения напряжений в зоне 
контакта (\|)) 

(см. работу [12], формула (19)) , запишем (19) в виде: 

Эта формула дает возможность выразить значения Д ( а , р ) , как 
это представлено на рис. 4. 

При необходимости приближенного определения коэффициентов 
они могут быть взяты из работы [12] по графику г))(т), изображен-

ному там на рис. 3. 
Ввиду сложности зависимости А (а, т) или Л(а , р), где р = при 

необходимости определения А следует воспользоваться графиком на 
рис. 4, составленным на основании расчета по формуле (21). 

Следовательно, путь определения действительного передаточного 
отношения фрикционной передачи рассмотренного типа сводится к сле-
дующему: 

а) по формуле (11) установить необходимую относительную ве-
личину 



исходя из условия равновесия ведомого цилиндра при установившемся 
движении; 

X 
б) определить по графику на рис. 4 значение [а] = по найден-

ной величине [Д] для данного материала покрышки [р — — | и подсчи-

тать значение угла ф0, соответствующего границе участка сцепления: 

в) приравняв в формуле (4) 
величину Уотн нулю, установить дей-
ствительное передаточное отноше-
ние при данном [фо]: 

г) определить коэффициент от-
носительного скольжения: 

Рис. 4. График функции , 

в зависимости от где г ж и г'э — радиусы центроидных 
окружностей при фрикционной пе-
редаче, определяемые с учетом най-
денного (л по формулам (3). 

При «способе правильного качения» [1, 2, 3, 6, 7] требующиеся 
размеры цилиндров определяются с учетом конкретных условий нагру-
жения ведомого вала. С этой целью, приравняв в формуле (29) = і 
('н — передаточное отношение зубчатых венцов цилиндров), находим: 

откуда 

где 

Затем определяем 

.и 

В частности, для современных ротационных машин 

В таблице приведены данные о соотношении размеров цилиндров 
в свободном состоянии при «правильном качении» = получен-



ные различными исследователями и рекомендуемые ими для использо-
вания независимо от характера нагружения ведомого цилиндра, а так-
же данные о величине — = / ( р , Л„, Д) при г" = 1, рассчитанные по 

' ж 

предложенной в статье методике, показывающие, что условия нагруже-
ния ведомого цилиндра (Д = /ппип + Иг) существенно влияют на отно-
шение 

г э , 
Значения — при «правильном качении» цилиндров офсетных машин (1„ = I ) г ж 

по данным различных исследователей 

В Ы В О Д Ы 

В статье предложена методика аналитического определения дей-
ствительного передаточного отношения для фрикционных цилиндров, 
из которых один обтянут тонкой упруго-эластичной податливой покрыш-
кой, имеющей деформации существенно большие пренебрежимых соб-
ственных деформаций жестких цилиндров. 

Выяснено, что действительное передаточное отношение (гд) такой 
фрикционной передачи кинематически неопределимо. Диаметры центро-
идных окружностей фрикционной пары изменяются, при прочих равных 
условиях, в зависимости от нагружения ведомого цилиндра крутящими 
моментами. Это связано с перераспределением границ участков сколь-
жения и сцепления зоны контакта, вызванным условиями равновесия 
ведомого цилиндра. 
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T H I N N O N - R I G I D COVER F R I C T I O N ROLLER R U N N I N G 

A'. V. TIR 

The real t r ansmiss ion rat io for friction rollers cannot be determined kinematical ly 
v h e n one of the rol lers has elast ic cover and posesses deformat ion exceeding tha t of 
rigid cover friction rollers. 

The d iameters of fr ict ion pair c i rcumferences change with the increased tors ional 
momen t s load ing of the driven cylinder. 


