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Запропоновано підхід до вивчення процесів теплової обробки (нагрівання, су-
шіння) поліграфічних матеріалів, який базується на теорії нестаціонарної теп-
лопровідності та термовологопровідності. Апробація виконана для кон дук тив но го 
(контактного) та конвективного способів нагріву одношарових пластин. На во-
дяться і порівнюються графіки залежності температури від часу для  ма те ріа-
лів, виготовлених з картону, бавовни, поліуретану, поліпропілену, полі ети лену, які 
використовуються у поліграфії, пакуванні, легкій промисловості, бу дівництві то-
що. Ці одношарові матеріали вивчаються для створення у по да льшому потрібних 
кіль кашарових матеріалів (композитів) із заздалегідь за да ними властивостями. 
Ре зультати чисельних обрахунків можуть бути ре ко мен довані підприємствам як 
по ліграфічної, так й інших галузей виробництва, де використовується теп ло ва 
об роб ка (нагрівання, сушіння). У результаті чого мож лива оптимізація тех но ло-
гіч них про цесів і забезпечення потрібних якісних по казників продукції.

Ключові слова: теплова обробка, поліграфічна галузь, конвективне і кон дук-
тивне нагрівання, нестаціонарна теплопровідність, математична модель, теп-
ло фізичні параметри, градієнти температури.

Постановка проблеми. У сучасному поліграфічному виробництві ви ко рис-
товується значна кількість як одношарових, так і кількашарових ма те ріа лів (ком-
позитів). Під час виготовлення (на різних етапах виробництва) і експ луа тації вони 
піддаються тепловій обробці (нагріванню, сушінню). Такими плоскопаралельними 
композитами в поліграфії є деякі спеціальні види паперу (крейдований папір, 
картографічний папір), картону (шаруватий картон, що складається з різних шарів 
(целюлоза, деревна маса, картон), картон із захисною плівкою, гофрокартон); су-
часні пакувальні матеріали (папір-лак, папір-фольга, папір-поліетилен, асептичне 
тришарове паковання (картон-фольга-поліетилен); ламіновані відбитки (нанесення 
полімеру методом розплаву, припресування полімерних плівок); палітурні кришки 
(картон, клейовий шар, покрівельний матеріал); обкладинки (паперова основа і 
полімерне покриття); корінці книжкових блоків при вставленні книжкового блока 
в обкладинку; друкарські форми та ін. [2, 14, 20]. Кожен із шарів у цих композитах 
створюється із матеріалу з якісно іншими властивостями і має свою мету. Опти-
мізація процесів нагрівання та сушіння таких матеріалів є важливим і актуальним 
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завданням, вирішення якого дасть змогу не допустити руйнування чи псування 
матеріалів, покращити експлуатаційні властивості готової продукції, ефективно 
ви користовувати теплову енергію, зменшити витрати виробничого часу [17]. Пе-
ре думовою (першим кроком) до розв’язання і дослідження  нестаціонарних задач 
тер мовологопровідності (задач сушіння) для багатошарових тіл є розв’язання від-
по відних нестаціонарних задач теплопровідності (задач нагрівання) [23, 9]. Ство-
рен ня нових якісних композитів забезпечить економію матеріалів та зменшить ма-
су і товщину виробів.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Конвективний і кондуктивний 
способи теплової обробки (нагрівання, сушіння) широко використовується на 
різ них етапах поліграфічного виробництва. Кількість теоретичних і практичних 
дослі джень щодо конвективного способу є значною і вони далі продовжуються, 
особ ливо щодо високошвидкісної (струменевої) конвекції [25] та комбінованих 
спо собів (кондуктивно-конвективного, променево-конвективного, коли необхідно 
отримати менш жорсткий режим технологічного процесу [2, 11]). Кондуктивний 
спосіб вивчений менше, особливо щодо поліграфічних матеріалів [11, 17]. Ще 
мен ше вивчений променевий (інфрачервоний, терморадіаційний) спосіб [24, 25]. 
Вивчення переваг різних способів теплової обробки сприятиме правильному ви-
бору конструкції і режиму роботи відповідних сушарок та подальшому керуванню 
цими процесами. У зв’язку з цим вважаємо актуальним для удосколення технологій 
теплової обробки розвиток аналітичних методів дослідження процесів нагріву і су-
шіння, які базуються на теоріях теплопровідності та тепломасоперенесення (тер-
мовологопровідності) [13, 12, 10]. З розвитком інформаційних технологій відк ри-
ваються нові можливості дослідження згаданих вище способів теплової об роб ки 
ма теріалів в поліграфічній індустрії [26, 2].

Мета статті — порівняти поведінку при нагріванні певних одношарових по-
лі графічних матеріалів конвективним та кондуктивним способами, щоб по тім 
пе рей ти до вивчення і створення потрібних кількашарових (композитних) по лі-
гра фіч них матеріалів із заздалегідь заданими властивостями (кожен шар виконує 
свою потрібну роль). Нас цікавить виробництво і експлуатація спеціальних ви дів 
па перу і картону, палітурних кришок, паковальних матеріалів (паковань), оз доб-
лювальної поліграфічної продукції, певною мірою військового і пожежного екі-
пі рування [3, 4], будівельних матеріалів [18], які є дво-, три- і більше шаровими 
струк турами (композитами). І якщо ми спочатку вивчимо нагрів і поведінку кож-
ного одношарового потрібного матеріалу, то потім зможемо на основі цих да них 
фор мувати кількашарові структури (композитні матеріали), які будуть витримува-
ти допустимі теплові навантаження і залишатись якісними під час виготовлення і 
експ луатації.

Виклад основного матеріалу дослідження. Постановки нестаціонарних за-
дач кондуктивної і конвективної теплопровідності здійснені на базі класичної тео-
рії теплопровідності О. В. Ликова [13].

Фізична постановка кондуктивної задачі теплопровідності. Розглядається 
нескінченна пластина товщиною h, початкова температура якої t0 (див. рис. 1). 



ТЕХНІЧНІ НАУКИ / TECHNICAL SCIENCES 83

У початковий момент часу  її верхня поверхня z = h взаємодіє з навколишнім 
середовищем, температура якого tc згідно із законом конвективного  теплообміну, а 
нижня поверхня z = 0 нагрівається тепловим потоком q. Потрібно: знайти розподіл 
температури в довільній точці пластини залежно від часу; встановити величину 
температурних градієнтів між поверхнями пластини залежно від часу; встановити 
час, через який температура пластини досягне ста ціо нарного значення (тобто вста-
но вити час прогріву пластини) [2].

   а)  б)
Рис. 1. Схема перерізу пластини, що кондуктивно підігрівається тепловим потоком q: 

а) — тривимірна; б) — двовимірна

Математична постановка кондуктивної задачі теплопровідності розгля-
да ється у вигляді нестаціонарної початково-крайової задачі для температури 

 [13]. Ця задача обезрозмірюється з метою мінімізації числа теплофізичних 
параметрів матеріалу, з якого виготовлена пластина [2]:

 
де tc, t0 — задані величини,   a, a, l — коефіцієнти тем пе ра ту ро-

провідності, теплообміну і теплопровідності відповідно;    

 
 — асиметрична функція Гевісайда; q — величина 

поверхневої густини теплового потоку. Розв’язок задачі (1)–(4) матиме вигляд [2]:

 

  
(5)
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де   — корені певного характеристичного рівняння. 

Зауважимо, що при  із останнього рівняння отримуємо стаціонарне зна-
чення температурного поля

  
(6)

За потреби розв’язок (5) можна переписати в розмірному вигляді [2]:

 

 

. (7)

Фізична постановка конвективної задачі теплопровідності. Розглядається 
не обмежена пластина товщиною 2h, початкова температура якої t0  (див. рис. 2). У 
по чатковий момент часу  нагрівання пластини здійснюється середовищем із 
тем пературою tc . Верхня і нижня поверхні пластини взаємодіють із навколишнім 
середовищем згідно із законом конвективного теплообміну. 

   а)  б)
Рис. 2. Схема перерізу пластини, що конвективно нагрівається 

теплим повітрям температури tc: 
а) — тривимірна; б) — двовимірна

Потрібно: знайти розподіл температури в довільній точці пластини залежно 
від часу; визначити величини градієнтів температури між поверхнями пластини 
залежно від часу; встановити час, через який температура пластини досягне ста-
ціо нарного значення (тобто встановити час прогрівання пластини) [15, 20].

Математична постановка конвективної задачі теплопровідності роз гля да ється 
у вигляді нестаціонарної початково-крайової задачі для температури  [13]. Ця 
задача обезрозмірюється з метою мінімізації числа теплофізичних параметрів ма те-
ріа лу, з якого виготовлена пластина [15, 20]:
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де   tc, t0 — задані величини; a, a, l — коефіцієнти тем пе ра ту ро-

провідності, теплообміну і теплопровідності відповідно; 
   

Розв’язок задачі (8)–(11) запишеться у безрозмірному вигляді так [15, 20]:

  (12)

де   — корені певного характеристичного рівняння. 

Зауважимо, що при  із останнього рівняння отримуємо стаціонарне зна чен-
ня безрозмірного температурного поля [15, 20]:

 
 (13)

Чисельний експеримент. Для визначення поведінки температури в різних 
точках пластини залежно від часу як для кондуктивного, так і для конвективного 
способу нагріву здійснені чисельні обрахунки за допомогою формул (5), (12) в 
середовищі алгоритмічної мови Fortran. Приймаємо, що пластина виготовлена 
з картону    [2]); або 
бавовни (    [1]; або 
поліуретану    [5, 2]; 
або поліпропілену   
[6–8]; або поліетилену    
[27, 8]. У публікації [15] наведені певні (зокрема температурні) властивості цих 
розглянутих матеріалів, з яких виготовлена пластина. Вхідні температурні па-
раметри такі: 1) для кондуктивного способу нагріву: t0 = +10°С, tc = +20°С, 
q=1000 Вт/м2; 2) для конвективного: t0  = +10°С, tc = +80°С. Ці вхідні температурні 
параметри відповідають виробничим і експериментальним [22, 16, 3, 21].

На графіках (рис. 3–9) продемонстровано весь перехідний (нестаціонарний) 
процес кондуктивного та конвективного нагрівання пластин різних ма те ріа лів аж 
до виходу температури на стаціонарне (усталене) значення. Для кон дук тивного 
способу спостерігаємо за трьома поверхнями пластини: Z = 0 (z = 0) — нижня 
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поверхня, Z = 0,5 (z = ) — серединна поверхня, Z = 1 (z = h) — верхня 
(зовнішня) поверхня (див. рис. 1). Температура нижньої поверхні пластини 
Z = 0, порівняно із верхньою поверхнею Z = 1, з початку процесу нагрівання 
зростає швидше (див. рис. 3–7, а). Градієнти температури з ростом часу теж 
зростають, досягаючи максимальних значень в кінці прогріву, тобто з виходом 
температури на стаціонарне значення (див. рис. 3–7, а). Для конвективного 
спо собу спостерігаємо за трьома поверхнями пластини: Z = 0 (z = 0) — се ре-
динна поверхня, Z = 0,5 (z = ) — поверхня рівновіддалена від верхньої та 
серединної, Z = 1 (z = h) — верхня (зовнішня) поверхня (див. рис. 2). Ди на-
міка процесу нагрівання тут інша. Температура верхньої (зовнішньої) по верх ні 
Z = 1, порівняно із серединною поверхнею Z = 0, з початку процесу нагріву 
зростає швидше, але максимальні градієнти температури виникають не в кінці, 
а на початку нагрівання (див. рис. 3–7, в). Зі збільшенням товщини плас тини як 
для кондуктивного, так і для конвективного способу нагрівання збіль шуються 
градієнти температури і час прогріву пластини (див. рис. 8–9). Отже, характер 
поведінки температурного поля в пластині для кондуктивного і кон вективного 
нагрівання в часі докорінно відрізняються. Небезпечні градієнти температури 
в кондуктивному способі ви ни кають в кінці нагріву (див. рис. 3–9, а), а в кон-
вективному на початку нагріву (див. рис. 3–9, в). Крім того, розподіл тем пе-
ратури по перерізу пластини для кон век тивного нагрівання має вигляд си-
метричної параболи (див. рис. 3–9, г), а для кон дуктивного — зміщеної па ра бо ли 
(див. рис. 3–9, б). 

Також спостерігаємо з графіків (рис. 3–9), що введений в математичну мо-
дель критерій Ві є величиною, яка характеризує міру масивності тіла (ефект 
Г. П. Іван цова [19]), тобто, якщо Ві < 0,25, то тіло вважається тонким — ви-
никають незначні градієнти температури, якщо Ві ≥ 0,25, то тіло вважається ма-
сивним —виникають значні градієнти температури [19, 2, 10, 15]. Наприклад, 
картон тов щи ною 1 мм при кондуктивному і конвективному способі нагріву 
(див. рис. 3, а, в) веде себе як тонке тіло — градієнти температури незначні 
(відповідно Ві = 0,075 < 0,25 і Ві = 0,038 < 0,25). Бавовна і поліуретан товщиною 
1 мм (див. рис. 4, а, в, рис. 5, а, в) при кондуктивному способі ведуть себе як 
масивні тіла — градієнти температури значні (відповідно Ві = 0,357 > 0.25 і 
Ві = 0,385 > 0,25), а при конвективному способі ведуть себе як тонкі тіла — 
градієнти незначні (відповідно Ві = 0,179 < 0.25 і Ві = 0,192 < 0,25). Поліуретан 
товщиною 5 мм (див. рис. 9) при кондуктивному і конвективному способі нагріву 
веде себе як масивне тіло — градієнти великі (Ві = 1,9 > 0.25, Ві = 0,96 > 0,25). 
Отже, ефект Г. П. Іванцова отримав подальше продовження на картон, бавовну, 
поліуретан, поліпропілен, поліетилен. Крім того, з цих графіків видно, що чим 
менший коефіцієнт теплопровідності λ матеріалу, тим він краще затримує те-
пло (тобто тим він кращий теплоізолятор — виникають більші температурні 
гра дієнти). 
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Рис. 3. Розподіли температури в часі при кондуктивному і конвективному способах
підведення тепла до картонних пластин товщиною 1 мм:
а), в) — залежно від часу; б), г) — по товщині пластини
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Рис. 4. Розподіли температури в часі при кондуктивному і конвективному способах
підведення тепла до бавовняних пластин товщиною 1 мм:

а), в) — залежно від часу; б), г) — по товщині пластини
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Рис. 5. Розподіли температури в часі при кондуктивному і конвективному способах підведення 
тепла до поліуретанових пластин товщиною 1 мм: 

а), в) — залежно від часу; б), г) — по товщині пластини
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Рис. 6. Розподіли температури в часі при кондуктивному і конвективному способах підведення 
тепла до поліпропіленових пластин товщиною 1 мм:

а), в) — залежно від часу; б), г) — по товщині пластини
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Рис. 7. Розподіли температури в часі при кондуктивному і конвективного способах підведення 
тепла до поліетиленових пластин товщиною 1 мм: 

а), в) — залежно від часу; б), г) — по товщині пластини
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Рис. 8. Розподіли температури в часі при кондуктивному і конвективному способах підведення 
тепла до картонних пластин товщиною 5 мм: 

а), в) — залежно від часу; б), г) — по товщині пластини
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Рис. 9. Розподіли температури в часі при кондуктивному і конвективному способах підведення 
тепла до поліуретанових пластин товщиною 5 мм:

а), в) — залежно від часу; б), г) — по товщині пластин
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Висновки. 1. За допомогою розвʼязаних нестаціонарних задач конвективної 
і кондуктивної теплопровідності та розроблених відповідних програмних засобів 
(модулів) створено відповідні графіки поведінки температури залежно від часу 
для таких поліграфічних матеріалів, як картон, бавовна, поліуретан, поліпропілен, 
поліетилен. Уточнено теплофізичні параметри картону, бавовни та полімерів, що 
дало змогу змоделювати процеси нестаціонарних конвектиного і кондуктивного 
нагрівання цих матеріалів різної товщини. Розглянуті задачі корисні для вивчення 
в часі процесів теплової обробки (нагрівання, сушіння) поліграфічної продукції, 
коли підвід тепла здійснюється конвективним чи кондуктивним способом. Наприк-
лад, сушіння картону, паперу, текстильних матеріалів, палітурних кришок, корін-
ців книжкових блоків тощо.

2. Зроблено порівняння чисельних результатів (графіків) для конвективної 
не стаціонарної задачі з аналогічною кондуктивною нестаціонарною задачею. 
Ха рак тер поведінки температурного поля для конвективного і кондуктивного 
на грі вання в часі докорінно відрізняється. Розподіл температури по перерізу 
плас ти ни для конвективного нагрівання має вигляд симетричної параболи, а 
для кон дуктивного — зміщеної параболи. Це добре узгоджується з відомими 
у лі те ра турі теоретичними і практичними дослідженнями [13, 16, 2]. Динамі-
ка процесу по нестаціонарних графіках спостерігається в перехідні моменти 
часу (тобто до про гріву пластини). Небезпечні градієнти температури в кон-
дук тивному способі  ви никають в кінці нагріву, а в конвективному на початку 
нагріву.

3. За допомогою отриманих графіків видно, що як за кондуктивного, так і за 
конвективного нагріву із збільшенням товщини матеріалу збільшуються перепади 
(градієнти) температури між поверхнями пластини. Ці градієнти породжують не-
безпечні температурні напруження і деформації, які можуть призвести до псу ван-
ня матеріалу. Крім того, чим більша товщина пластини, тим довший час виходу 
тем ператури на стаціонар, тобто пластина довше прогрівається. 

4. Підтверджено чисельними обрахунками, що картон, бавовна, а особливо 
поліуретан — хороші теплоізоляційні матеріали, бо добре затримують тепло. З 
графіків видно, що чим менший коефіцієнт теплопровідності λ матеріалу, тим він 
краще затримує тепло (тобто тим він кращий теплоізолятор). Цей факт добре відо-
мий на практиці. По значенню λ інженер-технолог може визначити чи є пластина з 
певного матеріалу теплоізолятором чи ні.

5. Встановлено чисельними обрахунками, що введення в математичну поста-

новку задачі нестаціонарної теплопровідності безрозмірного параметра 
 

дає змогу, згідно з його величиною, робити висновок щодо тонкості чи масивності 
пластини. Тобто критерій Bi є для розглядуваної задачі мірою масивності. От ри-
мала продовження стосовно картону, тканин та полімерів  рекомендація (ефект) 
Іванцова Г. П., згідно з якою під час нагрівання масивних пластин (при значеннях 
Ві ≥ 0,25) виникають значні градієнти температури, а під час нагрівання тонких 
(при значеннях Ві < 0,25) — незначні. Для інженера-технолога це означає, що по 
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величині Ві можна визначити чи будуть виникати небезпечні температурні гра-
дієнти (напруження) в пластині чи ні. 

6. Математичне моделювання процесу нагрівання та вивчення поведінки різ-
них способів нагріву розглянутих потрібних матеріалів дають змогу розробляти 
нові композиційні матеріали із заздалегідь заданими властивостями. Аналіз отри-
маних графіків дає змогу підібрати оптимальний режим нагрівання, що позитивно 
вплине на якість матеріалів та їх експлуатаційні властивості. Розроблені програмні 
пакети дають можливість побачити на графіках температурні градієнти та час 
виходу температури на стаціонар (час прогріву пластини). Підбір комбінацій мате-
ріалів, з яких виготовлений композит, дасть змогу зменшити його товщину і масу 
без втрати потрібних властивостей виробу. 
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The main obstacle to intensive heat treatment (heating drying) of materials is the 
emergence of strainings that leads to product degradation, or even to its destruction. A 
significant difference in the values of the temperature and moisture fields is the causes of 
high temperature stresses and deformations during heating. An important technological 
factor in the heating of various materials is the preservation of the form in forthcoming 
technological operations. That is why, the choice of mode parameters of the heating 
process (drying) - temperature and speed of the coolant – is important in determining 
the technological mode in specific production conditions. The convective method along 
with the conductive (contact) method is widely used in printing industry. The number 
of theoretical and practical studies on the convective method is significant and they 
continue, especially on high-speed (jet) convection and combined methods (conductive-
convective, ray-convective). The conductive method is less studied, especially for printing 
materials. The radiation (infrared) method is even less studied and still less used due 
to its high cost. The study of the advantages of different methods of heat treatment will 
facilitate the correct choice of dryers design and mode of operation, taking into account 
the characteristics of the dried material. This will improve the quality, durability and 
preserve the biological value of the product. 

In this paper a new  approach is suggested to the study of heat treatment processes 
(heating, drying) of certain printing materials, based on the theory of non-stationary 
thermal conductivity by O. V. Lykov. The approbation is performed for conductive 
(contact) and convective method of heating single-layer plates. The graphs of 
temperature dependence on time for materials made of cardboard, cotton, polyurethane, 
polypropylene, polyethylene used in printing, packaging, light and construction 
industries, etc. are presented and compared. These single-layer materials are studied to 
create the necessary multilayer materials (composites) with predetermined properties. 
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The results of numerical analysis can be recommended to enterprises in both printing 
and other industries, which use heat treatment (heating, drying). As a result, it is possible 
to optimize technological processes and ensure the required quality of products.

Keywords: thermal processing; printing industry; conductive, convective heating 
and drying; non-stationary thermal conductivity and moisture conductivity; mathematical 
model; thermophysical parameters; temperature gradients.
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