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АНАЛІТИЧНИЙ МЕТОД ПЛАНІВ 
У КІНЕТОСТАТИЧНОМУ АНАЛІЗІ 
ВАЖІЛЬНИХ МЕХАНІЗМІВ II КЛАСУ 

Відомо, що будь-який механізм складається з нерухомої 
ланки (стояка), рухомих ланок і кінематичних пар, що з'єднують 
ці ланки. При роботі механізму на його ланки діють рушійні сили 
та сили корисного і шкідливого опору, сили ваги та сили інерції. 
Під дією їх ланки механізму деформуються, а в кінематичних па-
рах виникають сили взаємодії між ланками (реакції). Знання цих 
сил необхідне для розрахунку ланок механізму на міцність, 
жорсткість, вібростійкість, а кінематичних пар - на міцність і 
зносостійкість. Очевидно, що від величини даних сил будуть за-
лежати конструктивні розміри як ланок, так і кінематичних пар. 

Сьогодні існує кілька методів кінетостатичного розрахун-
ку механізмів: планів сил, незалежності дії сил, мотузкового бага-
токутника. 

У даній статті автор робить спробу довести до читача 
своє бачення аналітичного методу планів стосовно механізмів I I 
класу. Групи Ассура подані у найширшому вигляді, а результати 
зведені до аналітичних залежностей, придатних для безпосе-
реднього програмування. Все це дає змогу досліджувати складні 
важільні механізми. Результати роботи будуть особливо корис-
ними при дослідженні замінюючих механізмів. 

Механізм / класу з обертальною кінематичною 
парою 

Механізми / класу з обертальною кінематичною парою 
належать, як правило, до початкових механізмів технологічних 
машин. На рис.1 подано механізм / класу, навантажений певною 
системою сил: Яу - реакція, яка діє на тягову ланку О А з боку 
І -ї ланки відкинутої частини механізму (визначається з кінето-
статичного аналізу відкинутої частини механізму і відома при 
розрахунку тягової ланки); (т. - сила ваги ланки; - сила 

інерції (визначається за другим законом Ньютона); - резуль-



туючий вектор інших відомих сил і моментів, які діють на ланку; 
/? ; 0 - реакція, яка діє на тягову ланку з боку стояка (невідома за 

Рис. 1. Схема навантаження механізму 1 класу 
з обертальною кінематичною парою 

напрямком і величиною); М - зрівноважуючий момент 

(невідомий за величиною). Три невідомі силові фактори - ре-

акцію Я / 0 , кут її нахилу до осі абсцис а і 0 , величину 

зрівноважуючого моменту М з р - знаходимо з рівнянь статики, 

застосувавши принцип Д'Аламбера: 

де Є, - кутове пришвидшення ланки; а - кути нахилу 

відповідних сил до додатного напрямку осі абсцис; 



проекцій, відповідно, на вісь абсцис й ординат усіх відомих сил, 
що діють на ланку. 

Чверть, в якій знаходитиметься кут а і 0 , повністю визна-

чається знаками чисельника і знаменника. 
Механізм І класу з поступальною кінематичною 

парою 
Рухома ланка механізму І класу з поступальною 

кінематичною парою є тяговою ланкою механізмів двигунів. На 
рис.2 наведено механізм 1 класу з поступальною кінематичною 
парою і навантажений системою сил: - реакція, яка діє на 

тягову ланку О з боку ] -ї ланки відкинутої частини механізму 

(при розрахунку тягової ланки ця реакція вже відома); Ст[ - сила 

ваги ланки; - сила інерції ланки; Ґ а - результуючий вектор 

Рис. 2. Схема навантаження механізму 
/ класу з поступальною кінематичною парою 

інших відомих сил і моментів, які можуть діяти на ланку; К і ц -

невідома реакція напрямної на ланку; Т7^ - невідома зрівнова-

жуюча сила. 



Склавши за принципом Д'Аламбера рівняння рівноваги в 

допоміжній системі координат Х х 0 х у х , знаходимо невідомі ве-

личини Я і д , ґ з р , Ь \ 

Якщо 

Коли коли 

якщо 

Якщо Ь > 0 , то точка прикладання реакції знаходить-

ся зліва від точки А по осі Оххх; коли Ь<0 - справа. 

Кінетостатичний аналіз механізмів II класу методом 
проектування планів 

Кінетостатичний аналіз проводимо на основі структурної 
класифікації механізмів за Ассуром. Згідно з цією класифікацією, 
механізм ділимо на групи Ассура, які є статично визначеними 
системами, і записуємо для кожної групи рівняння рівноваги з 
урахуванням принципу Д'Аламбера. 

Як відомо, кожна кінематична пара V класу дає дві неві-
домі складові реакції. Тоді для всієї групи Ассура II класу ма-
тимемо шість невідомих. Для їх знаходження необхідно скласти 
систему шести рівнянь рівноваги. Розв'язок такої системи може 
викликати певні труднощі. Для зменшення математичних обчис-



лень складатимемо рівняння рівноваги таким чином, аби отрима-
ти систему з якнайменшою кількістю рівнянь. 

При врахуванні мас ланок у рівняння рівноваги, крім неві-
домих реакцій, завжди будуть входити сили ваги О і , сили інерції 

, моменти сил інерції М 5 . Окрім цих сил, на ланки можуть 

діяти ще й інші відомі сили і моменти. Аби не завантажувати ри-
сунки і рівняння рівноваги, позначимо суму усіх інших відомих 

сил і моментів, які діють на ланку, відповідно, через 

. Тут п - кількість відомих сил, крім сил ваги та інерції, 

що діють на ланку; П, — кількість відомих моментів, окрім мо-

ментів сил інерції, що діють на ланку. 
На рис.З зображена деяка ланка яка навантажена 

Рис. 3. Схема навантаженої ланки до 
визначення проекцій сил і суми моментів 

певною системою відомих сил і моментів: 
При складанні рів-

нянь рівноваги завжди необхідно проектувати сили на осі коорди-
нат і записувати суму моментів відносно зовнішньої (наприклад 



М ) або внутрішньої (наприклад 1 . ) кінематичних пар. Пока-
жемо, як виглядатимуть проекції сил і моментів для довільної 
ланки МЬ<2 . 

Проекція усіх відомих сил на вісь абсцис й ординат 

Сила інерції і кут нахилу вектора сили, відповідно, дорі-
внюють: 

де аЛ- і ці ( - пришвидшення центра мас і - ї ланки і кут нахилу 

вектора пришвидшення до осі абсцис. Ці параметри обчислюють-
ся в кінематичному аналізі, приміром [1,2]. 

Сума моментів відомих сил і моментів відносно 
зовнішньої кінематичної пари М буде така: 

Суму моментів відомих сил і моментів відносно 
внутрішньої кінематичної пари Ь визначаємо за формулою 



де якщо обхід контурів, відповідно, 

відбувається проти стрілки годинника і, навпа-

якщо за стрілкою 

кутове пришвидшення і момент інерції І - і ланки, відповідно; 

коли обхід контурів, відповідно, 

відбувається проти стрілки годинника і, на-

коли за стрілкою; 

якщо момент Мк діє проти стрілки годинника і, 

навпаки, і М к — — 1 - якщо за стрілкою. 
У багатьох випадках реакції, які діють у кінематичних па-

рах, будемо розкладати на дві складові X і у . Тоді повну реак-
цію і кут її нахилу до осі абсцис визначатимемо за виразами: 

Відомо, що існує п'ять видів груп Ассура II класу. І хоча 
принципової різниці при кінетостатичному аналізі різних видів 
груп Ассура немає, усе-таки кожна з них має свої особливості 
розрахунку. 

Розглянемо способи визначення реакцій у кінематичних 
парах кожної з 5-ти видів груп Ассура окремо. 

Група Ассура І виду 
Група Ассура II класу / виду складається з двох ланок і 

трьох обертальних кінематичних пар V класу. Нехай у зовнішніх 
кінематичних парах М і Н до групи приєднуються інші ланки 

механізму - к і ц, відповідно (рис.4). При дії на групу певної 



системи сил і моментів у кінематичних парах виникатимуть ре-
акції, які розкладаємо на два напрямки вздовж осей нерухомої 
системи координат х 0 у : х,к, уік, х„ = - і ,- , , уд = - ^ , , • 

Для знаходження реакції у внутрішній кінематичній парі 
І записуємо два рівняння рівноваги: 

Суму моментів відомих сил системи рівнянь обчислюємо 
за залежністю (1), а розв'язок системи знаходимо за методом 
Крамера: 

Повну реакцію у кінематичній парі Ь і кут ( іп нахилу 

реакції до осі абсцис визначаємо за виразами (4). 



Реакцію у зовнішній кінематичній парі М знаходимо з 
рівнянь проекцій усіх сил, які діють на І -у ланку 

Суму проекцій відомих сил обчислюємо 

за виразами (1). 

Повну реакцію в кінематичний парі М і кут нахилу а і к 

реакції до осі абсцис визначаємо за виразами (4). 
Аналогічно визначаємо реакцію в кінематичній парі II : 

Вектор реакції в кінематичній парі Н знаходимо за вира-
зами (4). 

Група Ассура II виду 
У групі Ассура II класу II виду одна зовнішня 

кінематична пара, наприклад Н , поступальна (рис.5). У 
кінематичній парі М до групи приєднується ланка к відкинутої 

Рис. 5. Група Ассура II класу II виду 



частини механізму, а напрямною повзуна НЬ служить ланка б/ . 

Невідомі реакції Хік, уік, Ху, у у, В. і відстань /г/(/ знахо-

димо з рівнянь рівноваги: 

де ^Ці),, ~ сума моментів усіх відомих сил і моментів, які 

діють на і-у ланку відносно внутрішньої кінематичної пари Ь 

(обчислюємо за виразом 

- сума проекцій на осі координат відомих 

сил, які діють на І -у і / -у ланки, відповідно (вираховуємо за 

виразами (1)); ^ - кут нахилу напрямної повзуна I I , яку 

спрямовуємо в бік проекції шатуна МЬ на цю ж напрямну. 
Розв'язуємо систему за методом Крамера: 

Якщо реакція Я > 0 , то кут нахилу реакції 



Повну реакцію в кінематичний парі М і її кут нахилу 
знаходимо за виразами (4). 

Реакцію в кінематичній парі Ь визначаємо з рівнянь ста-
тики, розглянувши рівновагу ланки МЬ (можна і НЬ ): 

Повну реакцію в кінематичний парі Ь обчислюємо за 
виразами (4). 

Плече прикладання сили Я^ знаходимо з рівняння мо-

ментів для і -ї ланки: 

Плече А; - це відстань від внутрішньої кінематичної па-

ри Ь до точки Нр прикладання реакції Ящ . 

Координати точки Н к дорівнюють: 

Суму моментів відомих сил і моментів, які 

діють на ланку ЬН відносно внутрішньої кінематичної пари Ь, 
обчислюємо за виразом (3). Якщо плече набуває від'ємних 

значень, то це вказує на те, що реакція Я р о з т а ш о в а н а зліва від 

точки Ь на напрямній повзуна Н , а не справа, як це показано 
на рис.5. 



Для більшості механізмів довжина / -ї ланки 1 1 н = 0 . 
Визначення реакції такої групи можна проводити як за отрима-
ними вище залежностями, так і за простішими: 

Проектуємо всі сили, які діють на групу на осі координат 
і визначаємо невідомі складові реакції Я і к : 

де - сума проекцій, відповідно, на вісь абсцис і 

ординат усіх відомих сил, які діють на групу (обчислюємо за ви-
разами (1)). 

Реакцію у внутрішній кінематичній парі Ь знайдемо, 
розглянувши, наприклад, рівновагу повзуна: 

де - сума проекцій на осі координат відомих 

сил, які діють на } -у ланку (повзун) (обчислюємо за виразами 

(1). 
З рівнянь рівноваги визначаємо невідомі реакції: 

Як бачимо, у випадку спрощеної групи Ассура реакції ви-
значаються простіше. 

Група Ассура III виду 
У групі Ассура / / к л а с у III виду внутрішня кі-

нематична пара Ь поступальна, а зовнішні кінематичні пари М 
і Н - обертальні (рис.6). Реакції у зовнішніх кінематичних парах 



М і Н розкладаємо на два напрямки вздовж осей системи ко-

ординат хОу. хік, уік і Хк, у ;щ. 

У внутрішній кінематичній парі Ь реакція між повзуном 
Н Ь і кулісою М Т Ь у загальному випадку буде зміщена на 
плече }гц відносно кінематичної пари II . Для знаходження 

невідомих реакцій і плеча Ії^ складемо рівняння рівноваги. 

Рис. 6. Група Ассура II класу III виду 

Для куліси МТЬ: 

кут нахилу ланки до лан-

ки т ь 
Для ланки НЬ : 

Суму моментів відомих сил і моментів 

\ / / Н ( / ) а вираховуємо за виразом (2). 

З двох останніх рівнянь знаходимо: 



Кути а ( . і а / 7 нахилу векторів і Я . . обчислюємо за 

виразами 

Якщо плече \ > 0 , то реакція К в и н и к а є справа від 

кінематичної пари Н на кулісі і, навпаки, коли /гг; < 0 , реакція 

/?У виникає зліва від кінематичної пари Н на кулісі. 

Координати точки Ь к прикладання реакцій Я /; 

знайдемо після простих тригонометричних перетворень, спроек-

тувавши векторний контур / і д = / я + + / ; со.?(р /( + на осі ко-

ординат ЛЧ?У: 

Наступні рівняння рівноваги складемо для кожної ланки 
групи окремо. 

Для ланки М Т Ь : 

де сума проекцій на осі координат усіх 

відомих сил, які діють на ланку. Знаходимо за виразом (1). 
З двох останніх рівнянь визначаємо: 

Повну реакцію обчислюємо за виразами (4). 
Для ланки НЬ : 



де ^ - сума проекцій на осі координат усіх 

відомих сил, які діють на ланку НЬ . Знаходимо за виразами (1). 
З двох останніх рівнянь визначаємо: 

Повну реакцію в кінематичній парі Н і кут нахилу ре-
акції обчислюємо за виразами (4). 

На практиці часто можна зустріти механізми, в яких група 
Ассура III виду спрощена. Для такої групи довжина ] -ї ланки 

/ Я І = / . = 0 , а куліса пряма, тобто довжина коліна куліси 

І м т — 0 . Для такої групи вираз для визначення реакції між лан-
ками групи спрощується і набуває вигляду 

а плече ку прикладання цієї реакції дорівнює нулеві, тобто ре-

акція проходить через обертальну кінематичну пару Н . 
Реакції Я і к і Я ,ц обчислюються за тими ж виразами, що 

і для неспрощеної групи Ассура. 
Група Ассура IV виду 
У групі Ассура II класу IV виду зовнішні кінематичні 

пари М і Н поступальні, а внутрішня пара Ь - обертальна 
(рис. 7). Повзун МЬ утворює поступальну кінематичну пару з 
ланкою к , а повзун НЬ - з ланкою д. Кути ц>ік, ер щ - кути на-
хилу ланок МЬ і НЬ до ланок к \ ц, відповідно; \ к , % - кути 

нахилу напрямних повзунів. Конкретніше про кути в [2]. 
Невідомі реакції і точки їх прикладання знайдемо з 

рівнянь рівноваги. 



Рис. 7. Група Ассура II класу IV виду 

Реакції між повзунами та їх напрямними знайдемо з 
рівнянь проекцій усіх сил, які діють на групу на осі координат 
хОу, а розв'язок - за методом Крамера: 

Кути нахилу цих реакцій дорівнюватимуть: 

Реакцію у внутрішній кінематичній парі Ь визначаємо, 
проектуючи всі сили, які діють на кожну з ланок, на осі координат 
(наприклад МЬ): 

З цих рівнянь знайдемо: 



Плечі І1ік і }\щ прикладання реакцій Яік і Ящ визна-
чаємо з рівнянь моментів відносно внутрішньої кінематичної па-
ри Ь для кожної з ланок: 

де - сума моментів відомих сил і мо-

ментів відносно внутрішньої кінематичної пари Ь , відповідно, 

для І -ї та / -ї ланок. Обчислюємо за виразами (3). 

Координати точки М я прикладання реакції Я і к знахо-

димо за виразами 

Координати точки прикладання реакції Я ^ визначаємо 

так: 

Група Ассура V виду 
У групі Ассура II класу V виду внутрішня й одна 

зовнішня кінематичні пари поступальні (рис.8). 
Кут ф і к - це кут нахилу напрямної (І -ї ланки) повзуна 

Н Ь до напрямної повзуна М (ланки к ), кут £,/с - кут нахилу 

напрямної повзуна М до осі Ох, кут (р 1; - кут між ланками 

фупи. Ці кути відомі з кінематичного аналізу [2]. Невідомі ре-

акції К і к , К ц , Я , плечі Іі ік, ку прикладання реакцій 

Я і к , Я и знайдемо з рівнянь рівноваги. 

Реакції між повзунами та їх напрямними визначимо з 
рівнянь проекцій на осі координат усіх сил, які діють на і -у лан-
ку: 



де - сума проекцій усіх відомих сил на осі 

Ох і Оу, відповідно. Обчислюємо за виразами (1). 

Кути а і к і а у нахилу векторів реакцій Яік і Яу обчис-

люємо за виразами 

Рис. 8. Група Ассура II класу V виду 

Для знаходження реакцій у кінематичній парі Н не-
обхідно записати рівняння проекцій усіх сил, які діють на всю 
групу, і визначити 



Повну реакцію в кінематичній парі Н і кут її нахилу 
знайдемо за виразами (4). 

Плече / г , ; прикладання реакції I I у визначимо з рівняння 

моментів для і -ї ланки : 

Координати точки Ь н прикладання реакції ЯГ! знаходи-

мо після простих тригонометричних перетворень, спроектувавши 

векторний контур І ь = Іп + І • -\-l-COS ф(у +/г,у на осі коор-

динат хОу: 

Плече Иік прикладання реакції Я і к визначимо з рівнянь 

моментів для і -ї ланки: 

де - сума моментів усіх відомих силових факторів, 

які діють на і -у ланку відносно точки 2 (обчислюємо за виразом 

(2)); - відстань від точки до точки Ь К (вираховуємо за 

виразом координати 

точки - відомі з умови задачі [2]; ф , - к у т нахилу 



вектора (на рис.8 не проведений) до осі абсцис. Обчис-

люємо за виразом 

Координати точки М к прикладання реакції Яік 

дорівнюють: 
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