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Наведено дослідження залежності висоти елемента шрифту Брайля на маку­
латурному картоні низької пухкості типу НМ, який призначений для виготовлен­
ня споживчої упаковки для промислових виробів, від його технологічних парамет­
рів і зусилля тиску. Проведено дослідження технологічних зусиль при нанесенні 
шрифту Брайля за різної висоти його елемента з використанням приладу, який 
дає змогу здійснювати одночасно реєстрацію зусилля тиснення та переміщення 
контрштампу при заданій циклічності роботи пристрою. У результаті проведе­
них експериментальних досліджень було визначено залежність тиску p від висоти 
h. З метою уточнення аналітичних співвідношень між тиском p і параметрами 
(h, ms) було зроблено перехід від нерівномірних проміжків по h ms до рівномірних. 
У цьому випадку для побудови нелінійних та лінійних залежностей типу p = p(ms), 
p = p(h) було використано метод інтерполяції, а також метод найменших ква­
дратів. 

Ключові слова: шрифт Брайля, висота елемента, зусилля тиску, картон, ана­
літичні залежності, метод найменших квадратів.

Постановка проблеми. Під час виготовлення друкованої продукції, інформа-
ційних матеріалів для незрячих, паковань із шрифтом Брайля основним завданням 
є забезпечення надійності зчитування інформації незрячими. Одним із найбільш 
вагомих параметрів для забезпечення надійності зчитування шрифту Брайля є ви-
сота його елементів. Під час виготовлення продукції для незрячих з використан-
ням різних матеріалів, у цьому випадку з картону, важливо забезпечити умови 
проведення технологічного процесу для отримання необхідної висоти елементів 
шрифту Брайля. Для цього необхідно провести дослідження для виявлення зако-
номірностей формування шрифту Брайля на відповідному виді картону та їх мате-
матичного описі.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Аналіз останніх досліджень, 
публікацій [1–10], чинних нормативно-правових документів (директиви, ТУ, тех-
нологічні інструкції, укази, накази, розпорядження) різних країн світу щодо вимог 
до шрифту Брайля та його застосування [11] вказує на те, що технологічні проце-
си нанесення шрифту Брайля повинні забезпечувати необхідну висоту його еле-
ментів, яка впливає безпосередньо на надійність зчитування інформації та експ
луатаційні параметри. 
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Мета статті — провести дослідження та математично описати залежність ви-
соти елементів шрифту Брайля від технологічних параметрів картону типу НМ і 
зусилля тиску.

Виклад основного матеріалу дослідження. Картон марки НМ — макулатур-
ний картон низької пухкості, виготовлений зі 100 % макулатури (табл. 1), призна-
чений для виготовлення споживчої тари для промислових виробів, сухих харчових 
продуктів (сіль, вермішель), внутрішнього і зовнішнього елементів аптечних ко-
робів.

Таблиця 1
Технічні характеристики картонів НМ

Маса, г/м2 Товщина, мкм Опір згинанню у поперечному напрямі (15°), мН

175 0,235 20,0
200 0,25 25,0
215 0,30 30,0
235 0,32 45,0
260 0,35 55,0

Допустимі відхилення
±3,5 % ±5 % ±15 %

Вологість, % 5,5–8,5

Білизна (для верхньої сторони), % > 76

Вбирна здатність (Кобб60), г/м2

верхній шар
нижній шар

< 50
< 150

Опір розшаруванню у поперечному напрямі, Н > 120

Для дослідження технологічних зусиль за різної висоти елемента шрифту 
Брайля, що виникають під час утворення рельєфного зображення на поверхні 
картону в результаті конгревного тиснення, використовували прилад, який має 
електромеханічний привід і дає змогу здійснювати одночасно реєстрацію зусилля 
тиснення та переміщення контрштампу за заданої циклічності роботи пристрою. 
Переміщення під час дослідження не фіксували, а записували лише зусилля тис-
нення. 

За результатами проведених експериментальних досліджень, формуємо ліній-
ну і нелінійну залежність тиску p від висоти h за методом найменших квадратів 
(МНК) (табл. 2, табл. 3) [12].

Від нерівномірних проміжків по h, як у табл. 2, зроблено перехід до рівномір-
ної таблиці по h  табл. 2а, де крок Dh = 0,077 мм.

Середня товщина і висота не збігаються. Середня товщина на 40 % більша.
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Таблиця 2
Результати визначення технологічних зусиль при нанесенні шрифту Брайля 

на картон марки НМ

№ Висота 
h, мм

Висота 
середня
hs, мм

Тиск p, 
МПа

Тиск 
середній
ps, МПа

Маса 
поверхнева 

ms, кг/м2

Товщина 
z, мм

Об’ємна 
густина 
r, г/см3

1 0,412

0,5756

0,229

1,543 0,290 0,412 1,190

2 0,457 0,486
3 0,510 1,309
4 0,543 1,511
5 0,616 1,978
6 0,726 2,159
7 0,765 3,130

Таблиця 2а 
Результати визначення технологічних зусиль картону НМ

(рівномірно віддалені висоти з кроком Dh = 0,077 мм)

№ Висота 
h, мм

Тиск ph, 
МПа

Маса 
поверхнева ms, 

кг/м2

Товщина z, 
мм

Об’ємна 
густина r, 
r/см3

1 0,457 0,486

mS = 0,290 z = 0,412 rS = 1,190
2 0,534 1,456
3 0,611 1,970
4 0,688 2,096
5 0,765 3,130

Рис. 1. Залежності висоти  h = h(i) і тиску p = p(i),
де  i — номер зразка (картони НМ, поверхнева маса ms=0,29 кг/м2 )
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У результаті отримано числове значення коефіцієнта кореляції Kkor= 0,962 (між 
даними для тиску і висоти для картону НМ, відповідно до табл. 2). Аналогічні зна-
чення коефіцієнтів кореляції Kkor  1 для даних тиску p та висоти h отримано і для 
картонів інших марок. 

Формуємо нелінійну залежність за методом МНК (табл. 3).

Таблиця 3
Результати визначення технологічних зусиль картонів НМ

№ Висота 
h, мм

Висота 
середня
hs, мм

Тиск p, 
МПа

Тиск 
середній
ps, МПа

Маса 
поверх-
нева ms, 

кг/м2

Товщина 
z, мм

Об’ємна 
густина r, 

г/см3

1 0,377

0,543

0,283

1,243 0,260 0,352 0,920

2 0,435 0,337
3 0,488 0,715
4 0,512 0,949
5 0,595 1,471
6 0,664 1,821
7 0,741 3,130

Таблиця 3a 
(рівномірні проміжки висоти ШБ з кроком Dh = 0,063 мм)

№ Висота  
h, мм

Тиск ph, 
МПа

mS = 0,260 z = 0,352 rS = 0,920
1 0,488 0,715
2 0,551 1,194
3 0,614 1,584
4 0,677 2,171
5 0,741 3,130

Рис. 2. Залежності висоти h = h(і), тиску p = p(і), 
де і — номер зразка (картони НМ, поверхнева маса ms= 0,26 кг/м2)
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Від нерівномірних проміжків по h, як у табл. 2, зроблено перехід до рівномір-
ної таблиці за h  табл. 2а, де крок Dh = 0,063 мм.

Формуємо нелінійну залежність за методом МНК.

Таблиця 4
Результати визначення технологічних зусиль картонів НМ

№ Висота  h, мм Тиск p, МПа Маса поверхнева 
ms, кг/м2

Товщина 
z, мм

Об’ємна 
густина ρ, 

г/см3

1 0,331 0,202

mS = 0,235 z = 0,311 rS = 0,73

2 0,385 0,283
3 0,419 0,607
4 0,476 0,945
5 0,624 1,322
6 0,678 1,673
7 0,726 2,901

Таблиця 4a 
(рівномірно віддалені висоти з кроком Dh = 0,077 мм)

№ Висота  h, мм Тиск ph, МПа

mS = 0,235 z = 0,311 rS = 0,73

1 0,418 0,607
2 0,495 0,993
3 0,572 1,190
4 0,649 1,4845
5 0,726 2,901

Рис. 3. Залежності висоти h = h(і), тиску p = p(і), 
де і — номер зразка (картони НМ, поверхнева маса ms=0,235 кг/м2 )
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Формуємо нелінійну залежність за методом МНК.

Таблиця 5
Результати визначення технологічних зусиль картонів НМ

№ Висота, 
мм

Висота 
середня
hs, мм

Тиск, 
МПа

Маса 
поверхнева 

ms, кг/м2

Товщина z, 
мм

Об’ємна 
густина ρ, г/

см3

1 0,337

0,527

0,405

0,215 0,271 0,58

2 0,37 0,491
3 0,414 0,688
4 0,591 1,376
5 0,704 1,538
6 0,746 2,55

Таблиця 5а 
(рівномірно віддалені висоти з кроком Dh = 0,094 мм)

№ Висота  
h, мм

Тиск ph, 
МПа

0,215 0,271 0,58
2 0,370 0,491
3 0,464 0,882
4 0,558 1,248
5 0,652 1,463
6 0,746 2,55

Від нерівномірних проміжків по h, як у табл. 5, перейдено до рівномірних.

Рис. 4. Залежності висоти h = h(і), тиску p = p(і), 
де і — номер зразка (картони НМ, поверхнева маса ms=0,215 кг/м2 )
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Формуємо нелінійну залежність за методом МНК.

Таблиця 6
Результати визначення технологічних зусиль картонів НМ

№ Висота h, 
мм

Висота 
середня
hs, мм

Тиск p, 
МПа

Тиск 
середній
ps, МПа

Маса 
поверхнева 

ms, кг/м2

Товщина 
z, мм

Об’ємна 
густина 
ρ, г/см3

1 0,289

0,539

0,283

1,217 0,175 0,235 0,41

2 0,424 0,607
3 0,52 0,769
4 0,587 1,093
5 0,692 1,552
6 0,721 2,995

Таблиця 6a 
(рівномірно віддалені висоти з кроком Dh = 0,074 мм)

№ Висота
h, мм Тиск p, МПа Тиск середній

ps, МПа

Маса 
поверхнева 

ms, кг/м2

Товщина z, 
мм

Об’ємна 
густина ρ, 

г/см3

1 0,424 0,607

1,216 0,175 0,235 0,41

2 0,498 0,732
3 0,572 1,045
4 0,646 1,351

5 0,721 2,995

Рис. 5. Залежності висоти h = h(і), тиску p = p(і), 
де і — номер зразка (картони НМ, поверхнева маса ms= 0,175 кг/м2)
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Побудова квадратичної емпіричної залежності. Нехай функціональна за-
лежність між y та x квадратична. Шукатимемо емпіричну формулу у вигляді:
	 	 (1)

Тобто у нашому випадку:
	 	 (2)

Тоді формулу (1) запишемо у такий спосіб 

	 	
(3)

Для знаходження коефіцієнтів a, b, c, за яких функція  мінімальна, об-

числимо частинні похідні , ,  і прирівняємо їх до нуля. У результаті діста-
немо систему рівнянь

	 	

(4)

Після рівносильних перетворень маємо систему

	 	

(5)

Розв’язок цієї системи (5) і визначає єдину параболу, яка краще, ніж інші, па-
раболи (1) подає на розглядуваному проміжку задану таблично функціональну за-
лежність типу y=y(x) (тобто p=p(h))  для таблиць 2, 3, 4, 5, 6 з відповідним індексом.
	  (ms = 0,175 кг/м2).	 (6)

P6(0,5мм) = 0,595 МПа; P14(0,6мм) =1,147 МПа;
P6(0,65мм) = 1,717 МПа; P14(0,7мм) = 2,481 МПа; Dnel = –0,045.

	  (ms = 0, 175 кг/м2);	 (6L)
P6(0,5мм) = 0,819 МПа; P6(0,6мм) = 1,546 МПа; P6(0,65мм) = 1,909 МПа;

P6(0,7мм) = 2,272 МПа; Dlin = –0,21. (MNZ/MN14).

	  (ms = 0,215 кг/м2) ;	 (7)
P5(0,5мм) = 0,893 МПа; P5(0,6мм) =1,377 МПа;

P5(0,65мм) = 1,694 МПа; P5(0,7мм) = 2,062 МПа; Dnel = –0,042.
	  (ms = 0, 215 кг/м2);	 (7L)
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P5(0,5мм) = 1,037 МПа; P5(0,6мм) =1,537 МПа; P5(0,65мм) = 1,787 МПа;
P5(0,7мм) = 2,037 МПа; Dlin = –0,042. (MNZ/MN15).

	  (ms = 0,235 кг/м2);	 (8)
P4(0,5мм) = 0,787 МПа; P4(0,6мм) =1,332 МПа;

P4(0,65мм) = 1,799 МПа; P4(0,7мм) = 2,397 МПа; Dnel = –0,05.
	  (ms = 0, 235 кг/м2);	 (8L)

P4(0,5мм) = 0,86 МПа; P4(0,6мм) = 1,62 МПа; P4(0,65мм) = 1,95 МПа;
P4(0,7мм) = 2,279 МПа; Dlin = –0,168. (MNZ/MN16).

	  (ms = 0,260 кг/м2);	 (9)
P3(0,5мм) = 0,814 МПа; P3(0,6мм) = 1,470 МПа;

P3(0,65мм) = 1,951 МПа; P3(0,7мм) = 2,534 МПа; Dnel = –0,014.
	  (ms = 0,260 кг/м2);	 (9L)

P3(0,5мм) = 0,708 МПа; P3(0,6мм) = 1,626 МПа; P3(0,65мм) = 2,085 МПа;
P3(0,7мм) = 2,544 МПа; Dlin = –0,069 (MNZ/MN17).

	  (ms = 0,290 кг/м2);	 (10)
P2(0,5мм) = 0,973 МПа; P2(0,6мм) = 1,781 МПа;

P2(0,65мм) = 2,162 МПа; P2(0,7мм) = 2,527 МПа; Dnel = –0,050.
	  (ms = 0,290 кг/м2);	 (10L)

P2(0,5мм) = 0,973 МПа; P2(0,6мм) = 1,743 МПа; P2(0,65мм) = 2,128 МПа;
P2(0,7мм) = 2,513 МПа; Dlin = –0,038. (MNZ/MN18).

За даними співвідношень (6)–(10) визначимо тиски для 4 значень висоти 
0,5 мм, 0,6 мм, 0,65 мм, 0,7 мм і подамо в табл. 7.

Таблиця 7
Результати визначення тиску p (МПа)

(технологічних зусиль для  картонів НМ)
Висота зразка h, мм

Номер 
таблиці

h = 
0,5 мм

h = 
0,55 мм

h = 
0,6 мм

h = 
0,65 мм

h = 
0,7 мм

Поверхнева 
маса ms, 

кг/м2

Тиск 
p, 

МПа

6 0,595 0,792 1,147 1,717 2,481 0,175
5 0,893 1,110 1,377 1,694 2,062 0,215
4 0,787 0,996 1,332 1,799 2,397 0,235
3 0,814 1,094 1,470 1,951 2,534 0,260
2 0,973 1,386 1,781 2,162 2,527 0,290

У кожній з таблиць (2–6) є дані для: а) поверхневої маси ms, кг/м2; b) товщини 
z, мм; c) об’ємної густини матеріалу картону ρ, г/см3. 

За даними табл. 2–6, для картонів НМ отримаємо апроксимаційні співвідношен
ня для тиску p (що відповідає певній висоті h, мм) залежно від параметрів ms, z, ρ:
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(D(h = 0,5 мм; ms = 0,29 кг/м2) = 0,042;

p(h = 0,5 мм; ms = 0,25 кг/м2) = 0,87 МПа).

(D(h = 0,55 мм; ms = 0,29 кг/м2) = 0,033;
p(h = 0,55 мм; ms = 0,25 кг/м2) = 1,127 МПа).

(D(h = 0,6 мм; ms = 0,29 кг/м2) = 0,017;
p(h = 0,6 мм; ms = 0,25 кг/м2) = 1,460 МПа).

(D(h = 0,65 мм; ms = 0,29 кг/м2) = 0,0053;
p(h = 0,65 мм; ms = 0,25 кг/м2) = 1,865 МПа).

(D(h = 0,7 мм; ms = 0,29 кг/м2) = 0,03;
	 p(h = 0,7 мм; ms = 0,25 кг/м2) = 2,346 МПа).	 (11)

Рис. 6. Залежності тиску p = pm = p(h)  для поверхневої маси ms= 0,25 кг/м2 для картону HM

На рис. 6 подана плавна залежність тиску p = p(h) 
	  (ms = 0,25 кг/м2) – HM.	 (12)
для поверхневої маси ms=0,25 кг/м2, для картонів HM. Ці результати отримано на 
основі даних (залежностей) (11). Для p = p(h) відповідна абсолютна середня по-
хибка  на рис. 6 DС=0,035, середньоквадратичне відхилення:

	 	
(13)
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Аналогічно до залежності (11) отримано низку залежностей типу  p = p(z) i  
p = p(ρ): 

	  	 (14)

	  	 (15)

Між залежностями типу (11), (14), (15) для поверхневої маси ms, товщини z, 
об’ємної густини матеріалу картону r оцінимо кореляційний зв’язок.Лінійний ко-
реляційний  зв’язок  для  емпіричних  даних,  виміряних  за  шкалою  інтервалів або 
відношень, оцінюється за допомогою коефіцієнта кореляції Пірсона Kху= rху [1]:

	 	

(16)

де хі і уі — значення змінних x , у;  і  — середні значення x , у; n — обсяг вибірки; 
cov(x,y) — коваріація x та у; sx , sy — середні квадратичні відхилення для вибірок x 
та у відповідно.

В результаті для картону HM на основі даних таблиць (2–6), зокрема співвід-
ношень (11), (14), (15), отримаємо: 
	 Kms,z = 0,987;   Kms,r = 0,987;   Kr,z = 0,9995.	 (17)

Оскільки коефіцієнти кореляції (17) близькі до 1, то залежності між тиском 
p і кожним із трьох параметрів, тобто поверхневою масою ms (11), p і товщиною 
z (14), p і об’ємною густиною матеріалу картону ρ типу (14) еквівалентні. Тому 
достатньо, наприклад, вибрати залежність між тиском і ms (p = p(ms)). Наступні 
залежності p = p(z), p = p(ρ) можна отримати на основі p = p(ms).

Висновки. Основні параметри, від яких залежать технологічні зусилля в кар-
тонах (тобто тиски p), — це висота h і  маса картону ms.

Щоб порівнювати технологічні зусилля в картонах, тобто тиски p, необхідно p 
порівнювати для однакових значень висоти h і для поверхневої маси ms. 

Для порівняння аналітичних залежностей типу p = p(ms), p = p(h) для картону 
було використано графічний метод, оскільки залежності на графіках наочні і да-
ють змогу робити аналіз і встановлювати локальні висновки про хід залежностей, 
тобто висновки про більші чи менші значення тисків та нахил кривих або прямих 
відповідних відрізків.
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Nowadays, the information space of Braille typeface is being developed to provide 
equal opportunities for people with special needs. This is largely due to Braille typeface 
application on various types of products in the pharmaceutical, food and other industries 
that complies with the European Union's regulations on the mandatory application of 
the information in the Braille format on packaging of medicines and other products. Ac­
cordingly, there is a growing need for a qualitative and affordable way of Braille text ap­
plication on the packaging. And the ability of accurate reproduction of Braille elements 
on a cardboard packaging for reliable reading of the information by people with visual 
impairment is of particular importance. The correct and accurate perception of the in­
formation by people with visual impairments is particularly dependent on the height of 
Braille typeface. The article is devoted to the study of the dependency of Braille element 
height on a low-volume wastepaper of HM type, which is intended for the production 
of consumer packaging for industrial products from its technological parameters and 
pressure forces. A study of technological forces at a different height of Braille element 
has been done with the use of a device, which allows the simultaneous registration of the 
stamping force and the counter-stamp movement with a given cyclicity of the device. The 
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study of the height of Braille element is an important task, since the reliability of reading 
the information by people with visual impairment depends on its height. The dependency 
of the pressure p from the height h has been determined as a result of the experimental 
studies. The transition from uneven intervals in h and ms has been made to even ones 
in order to clarify the analytical relations between the pressure p and the parameters 
(h, ms). In this case, the method of interpolation as well as the method of least squares 
have been used for the construction of nonlinear and linear dependencies of the type 
p = p(ms), p = p(h).

Keywords: Braille typeface, element height, pressure force, cardboard, analytic de­
pendencies, method of least squares.
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