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Запропоновано підхід до вивчення процесів нагрівання та сушіння деяких 
типів поліграфічних матеріалів, заснований на теорії нестаціонарної термово-
логопровідності, розвинутої школою акад. Ликова О. В. Апробацію виконано для 
кондуктивного (контактного) сушіння картонної пластини. Результати чисель-
них досліджень можна застосовувати на практиці під час вивчення процесів теп
ловологоперенесення у будьяких капілярнопористих колоїдних матеріалах, вна-
слідок чого можлива оптимізація технологічних режимів сушіння і забезпечення 
необхідних якісних показників  продукції як для поліграфічної галузі, так і для ін-
ших галузей промисловості.

Ключові слова: кондуктивне та конвективне сушіння, нестаціонарна термо-
вологопровідність, математична модель, початковокрайова задача, інтегральне 
перетворення Лапласа, градієнти потенціалів тепловологоперенесення, термоди-
намичні параметри, картон, капілярнопористі колоїдні матеріали, поліграфічна 
галузь.

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Значна кількість поліграфічних 
матеріалів і напівфабрикатів піддаються сушінню та тепловій обробці на різних 
етапах поліграфічного виробництва. Сушіння за природних умов значно збільшує 
тривалість технологічного процесу, а тому необхідно застосовувати штучне ви-
сушування. Проблеми сушіння досліджували багато вчених, серед яких слід ви-
окремити дослідження О. В. Ликова [1], Ю. А. Михайлова [2], П. О. Ребіндера, 
П. С. Коссовича, М. В. Кірпічова, П. П. Луцика, Н. В. Павлюкевича, С. П. Рудо-
башти, Г. С. Шубіна, А. Н. Алабовского, А. І. Ольшанського [3, 4], Л. М. Нікітіної, 
Б. І. Гайвась, П. В. Білея, І. М. Озарківа [5, 6], Я. І. Соколовського, Б. С. Сажина, 
З. Паковскі [7], С. Ковальскі, А. Рибіцкі [8, 9], К. Н. Рея, Р. Н. Панді [10] та інших, 
зокрема в поліграфічній галузі необхідно відзначити роботи В. В. Краснікова [11], 
Д. В. Воробйова [12], С. Ф. Гавенко [13, 14], Л. А. Коптюха [15, 16], М. М. Луцківа, 
І. Т. Стрепка [17], В. В. Шибанова, Л. А. Загарінскої [18] та інших. Незважаючи 
на значну кількість робіт у цьому напрямі, ряд завдань, пов’язаних зі штучним ви-
сушуванням поліграфічних матеріалів, залишаються нерозв’язаними. З розвитком 
інформаційних технологій відкриваються нові можливості дослідження процесів 
сушіння у поліграфії [19]. Застосування інформаційних технологій у поліграфіч-
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них процесах вивчали Б. В. Дурняк, М. М. Луцків, В. М. Сеньківський, Л. С. Сіко-
ра, І. В. Огірко, М. В. Шовгенюк та інші [19]. 

Постановка проблеми. У сучасному поліграфічному виробництві широко 
застосовують конвективний, кондуктивний та променевий способи сушіння [12, 
13, 14, 17, 18, 20, 21, 22, 23, 24]. Якщо загалом кількість досліджень конвектив-
ного сушіння є доволі значною, то кондуктивне вивчене менше, особливо щодо 
поліграфічних матеріалів. Ще менше вивченим є променевий спосіб. Дослідження 
переваг різних способів сушіння сприятиме правильному вибору конструкції та 
режиму роботи відповідних сушарок із урахуванням особливостей висушуваного 
матеріалу та подальшому керуванню цими процесами. Відомі дослідження демон-
струють, що сушарки, які використовують у виробництві, мають недоліки, пов’я-
зані із недостатнім просушуванням вологих напівфабрикатів і надмірною затра-
тою теплоенергії [13]. Тому процеси сушіння потребують додаткових теоретичних 
досліджень.

У зв’язку з цим, актуальним для вдосконалення технологій теплової оброб-
ки, розроблення методів управління тепловими процесами, які відбуваються в 
різноманітних поліграфічних системах, з метою отримання готового продукту чи 
напівфабрикату якомога вищої якості, скорочення тривалості процесу, а також оп-
тимізації енергозатрат, є розвиток аналітичних методів дослідження процесів на-
грівання та сушіння, які базуються на теоріях теплопровідності, тепломасоперене-
сення і фізико-хімічній механіці матеріалів [1]. Інтегральне перетворення Лапласа, 
яке використовується під час розв’язання розглянутих у роботі нестаціонарних 
задач термовологопровідності, дає змогу знайти аналітичні розв’язки у зручній 
замкнутій формі, яка уможливлює ефективне дослідження впливу окремих пара-
метрів на хід процесу та знаходити співвідношення між найважливішими показ-
никами. Відомі пакети символьної математики (Mathematica, MatLab, MathCad, 
Maple) та моделювання фізичних процесів (COMSOL, ANSYS) на сьогодні не да-
ють можливості знаходити аналітичний розв’язок дослідженої у цій роботі задачі 
термовологопровідності [19]. 

У статті розв’язано нестаціонарну задачу кондуктивної термовологопровід-
ності щодо сушіння картонної пластини (кондуктивне сушіння), отримано графіки 
розподілу температури і потенціалу вологоперенесення в часі. Кондуктивним (кон-
тактним) сушінням називається процес висушування матеріалу на твердій нагрітій 
поверхні, коли тепло, необхідне для випаровування вологи і нагрівання матеріалу, 
передається безпосередньо від гарячої поверхні, а волога поглинається і еваку-
юється оточуючим середовищем — повітрям чи іншим проміжним середовищем 
[1, 11]. Кондуктивний спосіб підводу тепла у поліграфічному виробництві вико-
ристовується при: виготовленні паперу і картону (барабанний спосіб) [1, 11, 18], 
крей дуванні або проклеювання паперу [18], припресуванні полімерних плівок 
[14], контактному обігріві корінця книжкового блоку [12, 17], сушінні відбитків 
у багатофарбових машинах глибокого друку [17] тощо. У процесі розв’язання за-
дач кондуктивної термовологопровідності дослідники стикаються з труднощами. 
Вивчення цього способу сушіння триває [21, 25, 26]. Раніше було розв’язано не-
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стаціонарну задачу конвективної термовологопровідності щодо сушіння картону й 
отримано відповідні графіки [27, 28].

Мета статті — розв’язання нестаціонарної задачі термовологопровід-
ності щодо кондуктивного сушіння поліграфічних матеріалів; побудова графіків 
розподілу температури і потенціалу вологоперенесення в часі у процесі кондук-
тивного сушіння картону різної товщини.

Виклад основного матеріалу дослідження. Постановку нестаціонарної за-
дачі кондуктивної термовологопровідності здійснено на основі теорії тепломасо-
обміну, розвинутої у працях О. В. Ликова [1, 2], Ю. М. Коляно [29], а також робіт 
В. В. Краснікова [11], М. І. Маковозова, С. Бруіна [30], М. Д. Міхайлова, Б. К. Ши-
шеджієва [31]. Слід зазначити, що математично задача кондуктивної термоволого-
провідності є значно складнішою від конвективної [28], оскільки під час її розв’язан-
ня, внаслідок асиметричності граничних умов, виникають громіздкіші обрахунки.

Фізична постановка задачі. Розглядається волога необмежена пластина тов-
щиною h, верхня поверхня якої взаємодіє з навколишнім середовищем згідно з 
законом конвективного термовологообміну, а нижня поверхня нагрівається тепло-
вим потоком q (рис. 1). Початкова температура t0, потенціал вологоперенесення θ0. 
Потрібно: знайти розподіли температури та потенціалу вологоперенесення у до-
вільній точці пластини залежно від часу; визначити величини градієнтів темпера-
тури і потенціалу вологоперенесення між поверхнями пластини залежно від часу; 
встановити час висушування пластини.

а)                                                                                            б)
Рис. 1. Схема перерізу пластини, яка кондуктивно висушується тепловим потоком:

а) тривимірна; б) двовимірна

Математичну постановку задачі здійснено згідно з теорією нестаціонарної 
термовологопровідності О. В. Ликова та розглянуто у вигляді початково-крайової 
задачі (1)–(4) для безрозмірних температури  і потенціалу вологоперене-
сення  [2]:
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творення; , h – товщина пластини, м; t – час, с; t – температура, оС; t0, tc – 
початкова температура пластини і температура навколишнього середовища, оС; 
q – потенціал вологоперенесення, оВ; q0, qc – початкове і рівноважне значення по-
тенціалу вологоперенесення пластини, оВ; u – вологовміст, кг/кг; u0, up – початковий 
і рівноважний  вологовміст пластини, кг/кг; q – густина теплового потоку, Вт/ м2; 
aq – коефіцієнт температуропроводності, м2/с; am – коефіцієнт потенціалопровід-
ності вологоперенесення, м2/с; aq – коефіцієнт теплообміну, Вт/ м2.oС; am – коефі-
цієнт вологообміну, кг/м2.с.oВ; b – коефіцієнт масообміну, віднесений до різниці 
питомих масовмістів, м/с; lq – коефіцієнт теплопровідності, Вт/м.oС; lm – коефіці-
єнт вологопровідності, кг/м.с.oВ; cq – об’ємна теплоємність, Дж/ кг. oC; d – термо-
градієнтний коефіцієнт, 1/ oС; r – об’ємна теплота фазового переходу води, Дж/кг. 
Зв’язок потенціалу вологоперенесення і вологовмісту задається співвідношенням 
q = (u / uГ)

.100, де u – вологовміст матеріалу, uГ – максимальний гігроскопічний во-
логовміст матеріалу [1, 5]. Задача (1)–(4) обезрозмірена з метою зменшення числа 
термодинамічних параметрів матеріалу, з якого виготовлена пластина, у подаль-
ших чисельних обрахунках. Вивчення поведінки цих семи основних безрозмірних 
параметрів (а кожен з них має свою фізичну суть) дозволяє зрозуміти у якій мірі 
кожен з них впливає на процес, тобто дозволяє більш глибоко (через меншу кіль-
кість параметрів) розкрити фізичну суть розглядуваного процесу сушіння [1, 2].

Застосовуючи до задачі (1)–(4) інтегральне перетворення Лапласа [2]:

,

після врахування початкових умов (2), отримуємо задачу в трансформантах:
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Розв’язуючи систему (5) отримуємо диференційне рівняння для знаходження зо-
браження температури

,
загальний розв’язок якого має вигляд

 , (10)
де A1, A2, A3, A4 — довільні постійні, n1, n2 визначаються зі співвідношення

Зображення для потенціалу вологоперенесення, після застосування формули (10) і 
формули, яка слідує із першого рівняння системи (5), набуде вигляду

. (11)

Постійні інтегрування A1, A2, A3, A4, після підстановки розв’язків (10), (11) в 
умови (6)–(9), отримуємо з системи лінійних алгебраїчних рівнянь 4-го порядку:

 

(12)
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де
     

     бо 

 оскільки в подальших числових обрахунках приймається 
q = const. Систему (12) розв’язуємо методом Крамера:

     (13)

 (14)

де 

Підставивши знайдені визначники D1, D2, D3, D4 у формули (13), знаходимо постійні 
A1, A2, A3, A4. Після підстановки цих постійних у вирази (10), (11) остаточно отри-
муємо трансформанти для температури та потенціалу вологоперенесення:

  

(15)

  

(16)
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де 

     
        

Необхідно відмітити, що трансформанти (15) і (16), після підстановки в гра-
ничні умови (6)–(9), повністю їх задовольняють.

Для знаходження оригіналів   трансформант   ви-
користовуємо теорему розкладу Ващенка-Захарченка [2], згідно з якою отримуємо 
формули обернення:

 
(17)

 
(18)

де Sn — розв’язки (корені) знаменника  у виразі (15), тобто розв’язки 
рівняння 

Звідси знаходимо:
1) s = 0 (нульовий корінь);                 2) 

З останнього рівняння, після замін   отримуємо

Якщо у цьому рівнянні ввести заміну  то  а  визначаємо з наступ-
ного характеристичного рівняння

  
(19)

Знайдемо оригінали  , використовуючи формули обернення 
(17), (18). Для першого (нульового) кореня s = 0, згідно з (17), (18), (15) і (16), ма-
тимемо:
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(20)

 

(21)

де 

 
Для останніх коренів знаходимо

після замін    отримуємо

Тоді
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де 

Застосовуючи теорему розкладу до кожного доданку формул (15) і (16), маємо:

Таким чином, розв’язок задачі (1)–(4), згідно з формулами (17), (18), (15), (16), (20) 
і (21), остаточно запишемо так:

 
(22)

 
(23)

де
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Зауважимо, що при  із формул (22), (23) отримуємо стаціонарні (усталені) 
значення:

  
(24)

які можна отримати незалежно, як розв’язок відповідної стаціонарної задачі. 
Для обрахунків формули (22) та (23) представимо у розмірному вигляді:

         
(25)

  
(26)

де ,  — розмірні температура та потенціал вологоперенесення, 
z — розмірна координата, t — розмірний час. 

Чисельний експеримент. Цей експеримент поведінки температури і потен-
ціалу вологоперенесення в різних точках пластини залежно від часу виконано на 
основі отриманих аналітичних залежностей, які визначаються виразами виду (25) і 
(26), за допомогою засобів алгоритмічної мови Fortran. Як досліджуваний матеріал 
обрано картон різної товщини — 5 мм, 1 мм. При виконанні розрахунків прийма-
ли наступні розмірні параметри: d = 0,01 – 0,14.10-2 1/oC, b = 5.106 м/с, lq = 0,08 – 
0,39 Вт/(м оС), сq = 1,51 кДж/(кг оС), аq = 0,6–1,75.10-7 м2/с, aq = 11,7 Вт/ (м2 оС), 
аm = 0,056–0,9.10-7 м2/с, t0 = 10 оС, tc = 30 оС, u0 = 0,4 кг/кг (q0 = 181oB), up = 0,15 кг/ кг 
(qp= 68oB), q = 1000 Вт/м2, h = 10 мм; 5 мм; 1 мм, r = 2256 кДж/кг, яким від-
повідають такі безрозмірні параметри: 1) для товщини 5 мм: Biq = 0,585; Bim = 0,95; 
Kiq = 1,79; 2) для товщини 1 мм: Biq = 0,117; Bim = 0,19; Kiq = 0,358. Параметри 
e = 0,35; Lu = 0,15; Ko = 18; Pn = 0,112 однакові для двох товщин [19]. Розв’язки 
характеристичного рівняння (19) (перші 20 коренів mn), при відповідних безрозмір-
них параметрах, наведено в табл. 1. Параметри обраного для дослідження картону 
товщиною 1 мм відповідають загальним технічним умовам галузевих стандартів до 
палітурного картону та картону для споживчої тари, а картону товщиною 5 мм — 
загальним технічним умовам галузевих стандартів до заготовок для виготовлення 
гофрованого картону [32, 33, 34].
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Таблиця 1
Корені mn  характеристичного рівняння (19), що відповідають членам рядів 

у представленнях температури (25) і потенціалу вологоперенесення (26), 
для картону різної товщини

№ п/п 1 мм 5 мм № п/п 1 мм 5 мм

m1 0,354958 0,609192 m11 9,39447 9,39534

m2 0,643056 0,777025 m12 10,0306 10,0832

m3 1,87966 1,87974 m13 10,6713 10,6721

m4 3,10599 3,11693 m14 11,9126 11,9126

m5 3,40563 3,54601 m15 13,1334 13,1382

m6 4,39463 4,39507 m16 13,3977 13,4337

m7 5,63842 5,63872 m17 14,4274 14,4275

m8 6,66687 6,73387 m18 15,6712 15,6714

m9 6,93221 6,94539 m19 16,6747 16,7036

m10 8,15329 8,15331 m20 16,9619 16,9657

На графіках рис. 2 відображено весь перехідний (нестаціонарний) процес кон-
дуктивного висушування картонних пластин різної товщини аж до стаціонарного 
стану для трьох поверхонь пластини: Z = 0 (z = 0) — нижня поверхня, Z = 0,5 
(z = h/2) — серединна поверхня, Z = 1 (z = h) — верхня поверхня. Температу-
ра нижньої поверхні пластини, порівняно із верхньою, з самого початку процесу 
сушіння швидко зростає. Градієнти температури і потенціалу вологоперенесення 
збільшуються зі збільшенням товщини висушуваного картону. Процес висушуван-
ня для 1-мм і 5-мм картону завершується приблизно через 5 хв і 1,6 год відповідно. 
Для картону товщиною h = 10 мм температурні та вологісні градієнти ще більші і 
час висушування становить приблизно 5 год [27]. Отримані залежності для темпе-
ратури та потенціалу вологоперенесення для кондуктивного сушіння картону тов-
щиною 1 мм узгоджуються з експериментальними даними за динамікою сушіння 
для целюлози [1, 11], кінетикою сушіння для шкіри [11] та для тканин [4].

Під час висушування капілярно-пористих колоїдних матеріалів (картон, папір, 
целюлоза, дерево та ін.) можна ідентифікувати два типи напружень: напружен-
ня, спричинені вологісним всиханням та напруження, спричинені температурним 
розширенням. Перші розвиваються внаслідок нерівномірного висихання матеріа-
лу. Другі напруження, спричинені тепловим розширенням, є наслідком існування 
градієнта температури під час перенесення тепла і залежать від швидкості сушіння 
[35]. Основною причиною утворення тріщин у матеріалі (тобто основною причи-
ною виникнення великих напружень і деформацій) у процесі сушіння є наявність 
у ньому полів температури та вологовмісту (потенціалів тепловологоперенесення) 
зі значним перепадом (градієнтом) цих величин [1].
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Рис. 2. Розподіли температури t і потенціалу вологоперенесення θ  в часі при 
кондуктивному сушінні картонних пластин товщиною: а), б) h = 5 мм; в), г) h = 1 мм

У теорії нагрівання розглядається нагрівання тонких та масивних тіл. У тон-
ких тілах перепад (градієнт) температур у перерізі матеріалу такий невеликий, що 
ним можна знехтувати. Під час нагрівання масивних тіл перепад (градієнт) темпе-
ратур досягає значних величин, які можуть викликати відповідні напруження та 
деформації, що необхідно враховувати в практичних розрахунках. Для встанов-
лення межі між тонкими та масивними тілами використовується критерій Біо 
( q q qBi hα λ= ), який вводиться в математичну модель шляхом обезрозмірення за-
дачі і характеризує міру масивності тіла. Поділ тіл на тонкі та масивні є умовним, 
оскільки визначається не тільки геометричними розмірами (h), а й теплофізичними 
властивостями матеріалу (λq, αq) і швидкістю їхнього нагрівання. Одне і те ж тіло 
за різних умов нагрівання може бути віднесене як до тонких, так і до масивних. 
Наприклад, тіло, що має велику товщину, за повільного нагрівання має незначні 
перепади температури у перерізі та може розглядатися як тонке, і навпаки. Тіла, 
за рекомендацією (ефектом) Іванцова Г. П., прийнято називати тонкими, якщо 
Ві<0,25 та масивними, якщо Ві>0,5. Інтервал значень Ві = 0,25...0,50 являє собою 
перехідну область, яку під час точних розрахунків слід віднести до масивних тіл, 
а під час наближених — до тонких [36]. Як видно із графіків на рис. 2, рекоменда-
ція Іванцова Г. П. прийнятна і для картону — температурні градієнти при Bi<0,25 
(див. рис. 2в схема справа, Biq = 0,117, h = 1 мм) незначні (менше 10 °С), тобто пла-
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стина веде себе як тонке тіло, а при Bi>0,5 (див. рис. 2а схема справа, Biq = 0,585, 
h = 5 мм) — суттєві (більше 40 °С), тобто пластина веде себе як масивне тіло, що 
може викликати небажані напруження та деформації. Знаючи допустимі градієн-
ти температури і потенціалу вологоперенесення, можна підібрати оптимальний 
температурний режим, що уможливить скорочення тривалості сушіння. Крім того, 
змінюючи ці градієнти і керуючи, таким чином, механізмом перенесення тепла і 
вологи, можна впливати на фізико-хімічні та біохімічні влас тивості матеріалу і 
покращувати його якість [1].

Висновки. 1. Проведені дослідження дали змогу уточнити розмірні і відповід-
ні їм безрозмірні термодинамічні параметри для картону, що уможливило точні-
ше моделювати процес кондуктивного сушіння певних типів поліграфічних ма-
теріалів.

2. Запропонований підхід дає можливість досліджувати процеси сушіння у 
будь-яких вологих капілярно-пористих колоїдних матеріалах як для поліграфічної 
галузі (картон, папір, целюлоза, палітурні матеріали, нитки і т. д.), так і для інших 
галузей (деревина, шкіра, тканини, зерно, борошно, сухофрукти, глина, торф, ву-
гілля, ґрунти і т.д.), будувати графіки розподілів температури і потенціалу волого-
перенесення в часі та формувати відповідні рекомендації.

3. У процесі сушіння основною причиною утворення дефектів у матеріалі 
(наприклад, жолоблення, утворення тріщин) є наявність у ньому полів температу-
ри та вологовмісту зі значним перепадом (градієнтом) цих величин. Ці градієнти 
викликають відповідні напруження і деформації, при перевищенні граничного 
(допустимого) рівня яких і виникають дефекти в матеріалі. Встановивши ці до-
пустимі значення градієнтів (а отже допустимі значення напружень і деформа-
цій), можна рекомендувати інженеру-технологу ту максимальну температуру (як 
швидко і до якої величини підвищувати температуру) і термін часу, згідно з якими 
проводити сушіння. Фактично, в статті показано суть технології вдосконалення 
процесів сушіння матеріалів на основі математичного моделювання тепломасо-
перенесення у капілярно-пористих колоїдних тілах, яка уможливлює оптималь-
ний вибір режиму сушіння, енергозбереження та забезпечення необхідної якості 
продукції [19].

4. Велика кількість матеріалів, що використовуються у поліграфії, є кілька-
шаровими тілами, тобто композитами. Багато з них піддаються тепловій обробці 
(нагріванню, сушінню) на різних етапах виробництва. Наприклад, процеси: виго-
товлення деяких видів паперу, картону, сучасних пакувальних матеріалів, палітур-
них кришок, обкладинок, друкарських форм; ламінування і лакування відбитків; 
сушіння корінців книжкових блоків при вставленні цих блоків в обкладинку та 
ін. [12, 13, 17, 18]. Оптимізація цих процесів є актуальною проблемою для полі-
графічної галузі. Тому розв’язання відповідних математичних задач за допомогою 
запропонованого підходу буде корисним для вивчення поведінки розподілів темпе-
ратури та вологовмісту в таких багатошарових структурах.
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RESEARCH OF BEHAVIOUR OF TRANSITION FIELDS OF TEMPERATURE 
AND MOISTURE TRANSFER POTENTIAL DURING CONDUCTIVE 

DRYING OF CARDBOARD
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The approach to the study of the processes of heating and drying certain types of 
printing materials, based on the theory of nonstationary thermal conductivity, developed 
by school of academician A.V. Lykov is suggested. Approbation performed to conductive 
(contact) drying of cardboard plate. The results of numerous investigations can be 
applied in practice in the studying of heat and moisture transfer processes in capillary
porous colloidal materials, resulting in a possible optimization of technological modes 
of drying and to ensure the necessary quality indicators printed products.

Keywords: conductive and convective drying, nonstationary heat and moisture 
conductivity, mathematical model, initial boundary task, Laplace transform of integrals, 
gradients of potentials of temperature and moisture transfer, thermodynamic parameters, 
cardboard, capillaryporous colloidal materials, printing industry.
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